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Esercizio 1. Siano
f(x, y) =

x + y

x2 + y2

e per k ∈ (0, 1)

Dk = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≥ k2, x + y ≤ 2} .

Si chiede
una rappresentazione grafica di Dk;
Svolgimento
un cambiamento di variabili che consenta il calcolo dell’integrale di f(x, y) su Dk;

Svolgimento





v = r cos θ

u = r sin θ

0 ≤ θ ≤ π
2

k ≤ r ≤ 2
cos θ+sin θ

Per ottenere l’intervallo in cui varia r in funzione di θ, si sono sostituiti i valori di x e y in funzione di
r e θ nella relazione

x2 + y2 ≥ k2,

ottenendo:

r2 cos2 θ+r2 sin2 θ ≥ k2 =⇒ r2(cos2 θ+sin2 θ) ≥ k2 =⇒ r2 ≥ k2 =⇒ (poiché r > 0) r ≥ k

e nella relazione
x + y < 2 ,

ottenendo:

r cos θ + r sin θ < 2 =⇒ r(cos θ + sin θ) < 2 =⇒ r <
2

cos θ + sin θ
.

Indicata con ψ la trasformazione che esprime x e y in funzione di r e θ, nelle nuove variabili si ha:

ψ−1(Dk) =
{

(r, θ) ∈ R2 : 0 ≤ θ ≤ π

2
, k ≤ r ≤ 2

cos θ + sin θ

}
.

Inoltre, come già calcolato a lezione, si ha:

|det Dψ(ρ, θ)| =
∣∣∣∣det

∂(x, y)
∂(r, θ)

∣∣∣∣ = r .
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il valore dell’integrale di f(x, y) esteso a Dk.
Svolgimento

∫

Dk

x + y

x2 + y2
dx dy =

∫

ψ−1(Dk)

r cos θ + r sin θ

r2 cos2 θ + r2 sin2 θ
r dr dθ =

=
∫ π

2

0

dθ

∫ 2
cos θ+sin θ

k

r2(cos θ + sin θ)
r2(cos2 θ + sin2 θ)

dr =

=
∫ π

2

0

dθ

∫ 2
cos θ+sin θ

k

(cos θ + sin θ) dr =

=
∫ π

2

0

(cos θ + sin θ)[r]
∣∣∣

2
cos θ+sin θ

k
dθ =

=
∫ π

2

0

(cos θ + sin θ)
(

2
cos θ + sin θ

− k

)
dθ =

=
∫ π

2

0

(2− k(cos θ + sin θ)) dθ

=
(

2θ
∣∣∣

π
2

0
− k[− sin θ + cos θ]

∣∣∣
π
2

0

)
=

= 2
π

2
+ k

(
sin

(π

2

)
− sin(0)− cos

(π

2

)
+ cos(0)

)

= π + k(1 + 1) = π + 2k

Sia
D = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 2} .

Si chiede:
una rappresentazione grafica di D;
Svolgimento

il valore dell’integrale di f(x, y) esteso a D.
Svolgimento

∫

D

x + y

x2 + y2
dx dy = lim

k→0

∫

Dk

x + y

x2 + y2
dx dy = lim

k→0
(π + 2k) = π .
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Esercizio 2. Sia ω la forma differenziale definita da:

ω(x, y) =
[

2x

x2 + (y − 4)2
+

y

x2 + y2

]
dx +

[
2y − 8

x2 + (y − 4)2
− x

x2 + y2

]
dy .

Si chiede di
calcolare l’integrale di ω lungo la circonferenza di raggio 1, centrata nell’origine
e percorsa una sola volta in senso antiorario
Svolgimento

Indichiamo con C la circonferenza parametrizzata da: γ(t) = (cos t, sin t), t ∈ [0, 2π].
La forma differenziale può essere scritta come differenza di due forme differenziali: ω(x, y) = ω1−ω2 ,
dove:

ω1(x, y) =
[

2x

x2 + (y − 4)2

]
dx+

[
2y − 8

x2 + (y − 4)2

]
dy e ω2(x, y) =

[
− y

x2 + y2

]
dx+

[
x

x2 + y2

]
dy .

Da cui si ottiene:
∫

γ
ω ds =

∫
γ

ω1 ds− ∫
γ

ω2 ds .

Osserviamo prima di tutto che ω2 è la forma nota definita in R2 \ {(0, 0)} e dunque:
∫

γ
ω2 ds = 2π .

Inoltre si ha:
∫

γ

ω1 ds =
∫ 2 π

0

( −2 sin t cos t

cos2 t + (sin t− 4)2
+

(2 sin t− 8) cos t

cos2 t + (sin t− 4)2

)
dt

=
∫ 2 π

0

(−2 sin t cos t + 2 sin t cos t− 8 cos t

cos2 t + sin2 t− 8 sin t + 16

)
dt

=
∫ 2 π

0

( −8 cos t

−8 sin t + 17

)
dt

=
∫ 2 π

0

( −8 cos t

−8 sin t + 17

)
dt

=
[
ln | − 8 sin t + 17|

]2 π

0

=
[
ln(17)− ln(17)

]
= 0

In conclusione si ottiene:
∫

γ
ω ds =

∫
γ

ω1 ds− ∫
γ

ω2 ds = −2π.

detto D il dominio di definizione di Ω, dire se ω é esatta in D (motivare la risposta)
Svolgimento

Il dominio di definizione di ω è D = R2 \ {(0, 0), (0, 4)}.
La forma differenziale non è esatta in D perchè esiste una curva chiusa contenuta in D (vedi punto
precedente) lungo cui l’integrale di ω non è nullo.
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calcolare una primitiva di ω
Svolgimento

Poiché ω non è esatta in D, una sua primitiva, se esiste, deve essere definita in un sottoinsieme di D.
Notiamo che di ω2 possiamo subito scrivere una primitiva definita per esempio in B =

{
(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0

}
:

φω2(x, y) = − arctan
(

x

y

)
.

Passiamo a calcolare una primitiva di ω1.
Cerchiamo una funzione φω1(x, y) tale che:

∂(φω1(x, y))
∂x

=
2x

x2 + (y − 4)2
e

∂(φω1(x, y))
∂y

=
2y − 8

x2 + (y − 4)2
.

Per cui calcoliamo la primitiva integrando ∂(φ(x,y))
∂x = 2x

x2+(y−4)2 rispetto a x:

φω1(x, y) =
∫ (

2x

x2 + (y − 4)2

)
dx = ln

(
x2 + (y − 4)2

)
+ g(y)

Ora deriviamo parzialmente rispetto a y la funzione trovata:

∂(φω1(x, y))
∂y

=
2y − 8

x2 + (y − 4)2
+ g′(y)

Dalla seconda uguaglianza ∂(φω1 (x,y))

∂y = 2y−8
x2+(y−4)2 si ha:

2y − 8
x2 + (y − 4)2

+ g′(y) =
2y − 8

x2 + (y − 4)2

Da cui g′(y) = 0 ovvero g(y) = c dove c è una costante, c ∈ R.
Quindi possiamo concludere che una primitiva di ω1 è:

φω1(x, y) = ln
(
x2 + (y − 4)2

)
+ c .

Osserviamo che il dominio di φω1(x, y) è R2 \ (0, 4), che coincide con quello di ω1 e pertanto ω1 è
esatta in R2 \ (0, 4).
Una primitiva di ω (definita per esempio in B) è

φ(x, y) = φω1(x, y)− φω2(x, y) = ln
(
x2 + (y − 4)2

)
+ arctan

(
x

y

)
+ c .
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dire in quali dei seguenti sottoinsiemi del piano ω è esatta (motivare la risposta)

• A1 :=
{
(x, y) ∈ R2 : x > −2

}

• A2 :=
{
(x, y) ∈ R2 : y > 2

}

• A3 :=
{
(x, y) ∈ R2 : y < 2

}

Svolgimento

Consideriamo i domini A1, A2 e A3 intersecati con il dominio di definizione della forma.
Ovvero studiamo l’esattezza della forma in A1 ∩D, A2 ∩D e A3 ∩D.
La non esattezza della forma ω dipende, come visto dal punto precedente, dalla forma ω2, infatti ω1

è esatta in D.
Quindi la forma ω è esatta in ogni sottoinsieme di D in cui è esatta ω2.

In A1 ∩D la forma non è esatta

In A2 ∩D la forma è esatta

In A3 ∩D la forma non è esatta
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Siano C1 la curva parametrizzata da γ(t) = (t, t3 + 2), t ∈ [−1, 4] e C2 la curva disegnata in
figura.
calcolare l’integrale di ω lungo C1 e C2

Svolgimento

Lungo C1

La curva è contenuta in un dominio che
non contiene (0, 0) quindi ω è esatta
in tale dominio, pertanto l’integrale non
dipende dal percorso ma dal punto iniziale
P = (−1, 1) e finale Q = (4, 66).

∫

C1

ω ds = φ(4, 66)− φ(−1, 1) =

= ln
(
42 + (66− 4)2

)
+ arctan

(
4
66

)
− ln

(
(−1)2 + (1− 4)2

)
+ arctan

(−1
1

)
=

= ln
(
16 + (62)2

)
+ arctan

(
4
66

)
− ln (1 + 9) + arctan (−1) =

= ln (386)− π

4
+ arctan

(
2
32

)

Lungo C2

Osserviamo che la curva contiene il punto (0, 0).
Quindi
∫

C2

ω ds =
∫

C2

ω1 ds−
∫

C2

ω2 ds = 0−2π = −2π
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Esercizio 3. Trovare la soluzione del seguente problema di Cauchy:




y′ = (1 + y2)x2

y(0) = 0

Svolgimento

Risolviamo l’equazione con il metodo della separazione delle variabili.

y′ = (1 + y2)x2 =⇒ dy

1 + y2
= x2 dx =⇒

∫
dy

1 + y2
=

∫
x2 dx =⇒ arctan(y) =

x3

3
+ c .

Osserviamo che per avere senso l’uguaglianza si deve avere che x3

3 + c ∈ (−π
2 , π

2

)
perché la

funzione y = arctan(x) restituisce valore in questo intervallo.
Da cui segue che la soluzione dell’equazione è:

y(x) = tan
(

x3

3
+ c

)
.

Risolviamo il problema di Cauchy imponendo la condizione iniziale y(0)=0:

y(0) = tan
(

03

3
+ c

)
= 0 =⇒ tan (c) = 0 =⇒ c = kπ k ∈ Z .

Si osserva che

y(x) = tan
(

x3

3
+ kπ

)
= tan

(
x3

3

)
,

da cui la soluzione al problema di Cauchy è:

y(x) = tan
(

x3

3

)

dire qual é il piú grande intervallo su cui é definita la soluzione (motivare la risposta)
Svolgimento

Siè detto in precedenza che nella soluzione dell’equazione si deve avere che x3

3 ∈ (−π
2 , π

2

)
;

pertanto il più grande intervallo in cui è definita la soluzione è:

x3

3
∈

(
−π

2
,
π

2

)
=⇒ −π

2
<

x3

3
<

π

2
=⇒ − 3

√
3
2
π < x <

3

√
3
2
π .
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Esercizio 4.
Sia y(x) la soluzione del seguente problema di Cauchy:





y′ = (1 + y2)x2 + x4

y(0) = 0

Si chiede di
studiare crescenza e decrescenza di y(x)
Svolgimento

y′ > 0 ⇒ (1+y2)x2+x4 > 0 ⇒ sempre positiva perché somma di quadrati .

La soluzione è sempre crescente.

calcolare il coefficiente angolare della retta tangente al grafico di y(x) nell’origine
Svolgimento

Il coefficiente angolare della retta tangente al grafico di y(x) nell’origine è uguale a y′(0) = 0.

dire se la soluzione é limitata (motivare la risposta)
Svolgimento

Osserviamo che y′ = (1 + y2)x2 + x4 ≥ (1 + y2)x2 e quindi:
∫

dy

1 + y2
≥

∫
x2dx

e, ripetendo i passaggi dell’esercizio precedente, si ottiene:

y(x) ≥ tan
(

x3

3

)
.

Dall’ultima disuguaglianza si ottiene che, poiché tan
(

x3

3

)
è una funzione illimitata, allora anche y(x)

deve essere illimitata.

dire se la soluzione é una soluzione in grande (motivare la risposta)
Svolgimento

Poiché l’equazione è definita su tutto R mentre il dominio della soluzione è strettamente contenuto in
R, allora non si ha una soluzione in grande.
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Esercizio 5. Determinare l’insieme di convergenza puntuale della seguente serie di funzioni:

+∞∑

n=1

(
−1

4

)n n(x− 3)n

2n2 + 1

Svolgimento
Il raggio di convergenza della serie è r = 1

l dove l può essere calcolato utilizzando una delle
due formule

l = lim
n→∞

n
√
|an|

e

l = lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣

Nella serie in questione an =
(−1

4

)n n
2n2+1

, dunque

l = lim
n→∞

n

√∣∣∣∣
(
−1

4

)n n

2n2 + 1

∣∣∣∣ =
1
4

lim
n→∞

n

√∣∣∣∣
n

2n2 + 1

∣∣∣∣ =
1
4

Pertanto il raggio di convergenza della serie è r = 1
l = 1

l
4

= 4

La serie converge per

|x− 3| < 4 ⇒ −4 < x− 3 < 4 ⇒ −1 < x < 7.

Osserviamo ora cosa succede per x = −1 e per x = 7.
Per x = −1 la serie diventa:

+∞∑

n=1

(
−1

4

)n n(−1− 3)n

2n2 + 1
=

+∞∑

n=1

(
−1

4

)n n(−4)n

2n2 + 1
=

=
+∞∑

n=1

(
−1

4

)n

(−4)n n

2n2 + 1
=

+∞∑

n=1

n

2n2 + 1

che diverge per il criterio del confronto asintotico; infatti è asintoticamente equivalente alla
serie armonica (che non converge):

+∞∑

n=1

n

2n2 + 1
∼

+∞∑

n=1

1
n

.

Per x = 7 la serie diventa:

+∞∑

n=1

(
−1

4

)n n(7− 3)n

2n2 + 1
=

+∞∑

n=1

(
−1

4

)n n(4)n

2n2 + 1
=

=
+∞∑

n=1

(
−1

4

)n

(4)n n

2n2 + 1
=

+∞∑

n=1

(−1)n n

2n2 + 1
,

che converge per il criterio di Leibenitz; infatti è una serie a termini a segno alterno e
{

n
2n2+1

}

è una successione decrescente.
In conclusione, la serie converge per x ∈ (−1, 7].


