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Il presente fascicolo contiene gli esercizi.

I risultati e lo svolgimento relativo vanno riportati negli appositi spazi:
un campo vuoto significa zero punti

Nei grafici é fondamentale il posizionamento dei vari elementi mentre sono irrilevanti
i fattori di scala.

Gli esercizi valgono 25 punti il primo, 25 punti il secondo, 12 punti il terzo, 10 punti
il quarto, 8 il quinto.
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Esercizio 1. Siano
Tty

f(l“ay):m
eper ke (0,1)
Dp={(z,y) €R* : >0, y>0, 2> +y* >k z+y<2}.

Si chiede

una rappresentazione grafica di Dy;

Svolgimento

un cambiamento di variabili che consenta il calcolo dell’integrale di f(x,y) su Dy;

Svolgimento

v =r1cosf 0<0<

IR

— rsi 2
u=rsinf kSTS cos 0+sin 6

Per ottenere I'intervallo in cui varia r in funzione di 6, si sono sostituiti i valori di = e y in funzione di

r e 6 nella relazione
22+ y? > k2

ottenendo:
r?cos? 0+r?sin’ 6 > k? — T2(6082 f+sin? 0) > P o= Pk = (poiché r >0) r>k

e nella relazione
r+y<2,

ottenendo:

2

rcosf +rsinf <2 = r(cosf+sinh) <2 = r<——--—.
cosf +sinf

Indicata con 1 la trasformazione che esprime = e y in funzione di r e 6, nelle nuove variabili si ha:

2
-1 = 2. 0<0<t p<p<c—=2 |
v (Dx) {(T’Q)GR O_G_Q’k_r_cosg—i—sinﬁ}

Inoltre, come gia calcolato a lezione, si ha:

\det Dy(p,0)| = 'det 8(:17,y)’ -

a(r,0)
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il valore dell’integrale di f(z,y) esteso a Dj.

Svolgimento
/ :§—|—y2 dv dy — / rcosf + rsinf - dr dO —
D, T4 +Y - D)r200529+r2s1n6
/ /CW‘H (cos @ + sin 0)
= d?“ -
7’2 cos? @ + sin? 0)
3 ey
= / d@/ (cos@ +sinf) dr =
0 k
= /2 (cos @ + sin 0)[r] O g =
0 k
/g (cos @ +sin0) 2 k| de
= 11 _— =
0 o8 ° cosf +sinf
= /2 (2 — k(cosf + sin6)) df
0
= ( - k[— sin 6 + cos 6] ‘2) =
0 0
T . m . ™
= 25 + k(sm (5) —sin(0) — cos (§> + cos(O))
= 7+k(1+1)=n+2k
Sia
D={(z,y) ER*:2>0,y>0, s +y <2}.
Si chiede:
una rappresentazione grafica di D;
Svolgimento

il valore dell’integrale di f(x,y) esteso a D.
Svolgimento

T4y T4y .
/x2+ Qdacdy—]}li% . xz_,_yzdxdy:,lli%(ﬂ"i_Zk):ﬂ"
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Esercizio 2. Sia w la forma differenziale definita da:

2z Y 2y — 8 T
= d — dy .
w(z,y) x2+(y—4)2+x2+y2} v [x2+(y—4)2 962-1—92] Y

Si chiede di

calcolare l’integrale di w lungo la circonferenza di raggio 1, centrata nell’origine
e percorsa una sola volta in senso antiorario

Svolgimento

Indichiamo con C' la circonferenza parametrizzata da: v(t) = (cos t, sin t), ¢ € [0, 27].

La forma differenziale puo essere scritta come differenza di due forme differenziali: w(z,y) = w1 —ws ,
dove:

2z 2y — 8 Yy r
— | | ot | 2 | d “TE | T | Y
w1(177y) [x2+(y—4)2] x+[x2+(y—4)2] y € wz(x,y) { x2+y2} I+[x2+y2} Y

Da cui si ottiene: f7 wds= f,y wy ds — f,y wo ds .
Osserviamo prima di tutto che wy & la forma nota definita in R? \ {(0,0)} e dunque: fv wo ds = 2m .

Inoltre si ha:
/wl e /271‘( 2—2sint. cost - (22sint—.8)cost2)dt
- 0 cos?t + (sint — 4) cos?t + (sint — 4)
B /27r —2sint cost+ 2sint cost — 8cost gt
) cos?t +sin?t — 8sint + 16

/2 & —8cost
= — | dt
0 —8sint + 17
2
-8
_ / : cost i
0 —8sint + 17

= [ln| —SSint+17|}z "

[111(17) - 1n(17)} =0

In conclusione si ottiene: f,y wds = f,y wy ds — f,y wy ds = —2r.

detto D il dominio di definizione di (2, dire se w é esatta in D (motivare la risposta)
Svolgimento

Il dominio di definizione di w & D = R?\ {(0,0), (0,4)}.
La forma differenziale non ¢ esatta in D perche esiste una curva chiusa contenuta in D (vedi punto
precedente) lungo cui 'integrale di w non & nullo.
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calcolare una primitiva di w
Svolgimento

Poiché w non ¢ esatta in D, una sua primitiva, se esiste, deve essere definita in un sottoinsieme di D.
Notiamo che di wy possiamo subito scrivere una primitiva definita per esempioin B = {(z,y) € R : x> 0, y > 0}:

x
@u,(x,y) = —arctan (y) )

Passiamo a calcolare una primitiva di w;.
Cerchiamo una funzione ¢, (z,y) tale che:

a(¢w1 (.’[7, y)) 2z 8(¢w1 (.’17, y)) 2y -8

Oz 2 y-42 dy 2 t(y-47°

(P(zy)) _
ox

Per cui calcoliamo la primitiva integrando 9 = +(2;_ Ve rispetto a x:

buston) = [ (o) do =1+ (0= %) + 9(0)

Ora deriviamo parzialmente rispetto a y la funzione trovata:

8(¢w1 (‘Ia y)) _ 2y -8 ’
dy _w2+(y—4)2+g<y)

0(¢uy (zy) . 2y—8 S
5y = $2+Z(’y74)2 si ha:

2y —38 / o
CEE A

Dalla seconda uguaglianza

2y —8
z? + (y —4)?

Da cui ¢'(y) = 0 ovvero ¢g(y) = ¢ dove ¢ ¢ una costante, ¢ € R.
Quindi possiamo concludere che una primitiva di w; e:

Guy (z,y) =In (z° + (y —4)*) + ¢ .

Osserviamo che il dominio di ¢, (z,y) ¢ R?\ (0,4), che coincide con quello di w; e pertanto w; &
esatta in R?\ (0,4).
Una primitiva di w (definita per esempio in B) &

A, Yy) = Gu, (T,Y) — Puy(z,y) =In (xQ +(y— 4)2) + arctan (Zj) +c.
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dire in quali dei seguenti sottoinsiemi del piano w & esatta (motivare la risposta)

o Ay :={(z,y) eR?: x> -2}
o Ay :={(z,y) eR?:y > 2}

o Ag:={(z,y) eR?:y <2}
Svolgimento

Consideriamo i domini A, As e A3 intersecati con il dominio di definizione della forma.

Ovvero studiamo 'esattezza della forma in A1 N D, AsND e A3ND.

La non esattezza della forma w dipende, come visto dal punto precedente, dalla forma ws, infatti wy
¢ esatta in D.

Quindi la forma w & esatta in ogni sottoinsieme di D in cui & esatta ws.

i b
] Ay
! 0.4)
1
In A1 N D la forma non ¢ esatta :
2. (0,0) -
1
1
f
Ay
0.4)
In Ay N D la forma ¢ esatta 2
(0,0) i
.
0.4)
2
In A3 N D la forma non ¢ esatta
(0,0) )
As
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Siano (] la curva parametrizzata da v(t) = (¢,#3 +2), t € [-1,4] e Cs la curva disegnata in
figura.

calcolare l’integrale di w lungo C; e (s

Svolgimento

P=(1,1)
Q=(4,66)

Lungo 4

La curva e contenuta in un dominio che
non contiene (0,0) quindi w & esatta
in tale dominio, pertanto l'integrale non G
dipende dal percorso ma dal punto iniziale
P =(—1,1) e finale @ = (4,66).

l;w% = #(4,66) —¢(-1,1) =
= In (42 + (66 — 4)2) + arctan (6;16) _In ((_1)2 +(1- 4>2) 4 arctan <—11) _

4
= 1In (16 + (62)?) + arctan <66> —In(1+9)+ arctan (—1) =

2
:1M%®—2+mmw<w>

Lungo C, i

Osserviamo che la curva contiene il punto (0, 0).
Quindi

/ wds:/ wlds—/ wo ds =0—27 = 21
Ca Ca Ca

¥




CALCOLO 3 - 16/12/2005 A

Esercizio 3. Trovare la soluzione del seguente problema di Cauchy:
v = (1)

y(0) =0
Svolgimento
Risolviamo ’equazione con il metodo della separazione delle variabili.
3

d d
y’_(1+y2)x2:>1+yy2_$2d.%':>/1+yy2_/x2 d$:>ar(ftan(y):%+c.

Osserviamo che per avere senso l'uguaglianza si deve avere che % +c € (—%, g) perché la
funzione y = arctan(x) restituisce valore in questo intervallo.
Da cui segue che la soluzione dell’equazione é:

o) (21

Risolviamo il problema di Cauchy imponendo la condizione iniziale y(0)=0:

3
y(O)ztan(%Jrc):O = tan(c) =0 = c=kr keZ.

3 3
y(z) = tan (a; + k7r) = tan <H;> ,

da cui la soluzione al problema di Cauchy e:
23
= t _
y(x) = tan ( 3 )

dire qual é il pii grande intervallo su cui é definita la soluzione (motivare la risposta)

Si osserva che

Svolgimento

Sie detto in precedenza che nella soluzione dell’equazione si deve avere che % € (—%, g),
pertanto il piu grande intervallo in cui & definita la soluzione é:

m3€(7r7r> . 7r<1:3<7r . 33< <337r
—ec(-—=,= =< = —\/sT <z =7 .
3 2’2 2 3 2 2 2
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Esercizio 4.
Sia y(z) la soluzione del seguente problema di Cauchy:

Yy =(1+y)a? + 2!

y(0) =0
Si chiede di
studiare crescenza e decrescenza di y(z)
Svolgimento
y >0 = (1+yH)2%+2* >0 = sempre positiva perché somma di quadrati .

La soluzione ¢ sempre crescente.

calcolare il coefficiente angolare della retta tangente al grafico di y(z) nell’origine
Svolgimento

11 coefficiente angolare della retta tangente al grafico di y(z) nell’origine & uguale a y'(0) = 0.

dire se la soluzione é limitata (motivare la risposta)
Svolgimento

Osserviamo che 3’ = (1 + y?)2? + 2* > (1 + y?)2? e quindi:

/ dy z/zzdz
1492

e, ripetendo i passaggi dell’esercizio precedente, si ottiene:

o= (2)

z°

3

Dall’ultima disuguaglianza si ottiene che, poiché tan ( ) ¢ una funzione illimitata, allora anche y(z)

deve essere illimitata.

dire se la soluzione é una soluzione in grande (motivare la risposta)
Svolgimento

Poiché ’equazione ¢ definita su tutto R mentre il dominio della soluzione & strettamente contenuto in
R, allora non si ha una soluzione in grande.
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Esercizio 5. Determinare l'insieme di convergenza puntuale della seguente serie di funzioni:
i:’o 1\" n(z —3)"

4 2n2 +1
n=1

Svolgimento
Il raggio di convergenza della serie & r = % dove [ puo essere calcolato utilizzando una delle

I = lim Y/|a,]

due formule

An+1
Gn

[ = lim

. . . n
Nella serie in questione a, = (—i) %QLH, dunque

. 1\" n 1 .. n 1
[ = lim —— — | == lim {/|——| = =
n—oo 4) 2n?2+1 4 n—oo \[ |2n2 +1 4
Pertanto il raggio di convergenza della serie € r = % = % =4
4
La serie converge per
|z — 3| < 4 = —4d<zr—-3<4 = -l<z<T.
Osserviamo ora cosa succede per x = —1 e per x = 7.
Per x = —1 la serie diventa:
*2” 1 ”n(—1—3)”_+§ 1\" n(—4)"
4 2n2+1 4) 2m24+1
n=1 n=1
=X\ n =X
= —_— —4 n fy
< 4> ( )2n2+1 Z2n2+1
n=1 n=1

che diverge per il criterio del confronto asintotico; infatti & asintoticamente equivalente alla
serie armonica (che non converge):

+o0 n +001
22n2+1NZ:1n'
n= n=

Per z = 7 la serie diventa:

> () et =2 (1) s -

n=1 n=1
= 1\" n = n
S N () ) (A . |
( 4) <)2712—i-1 Z( ) 2n2 41"
n=1 n=1

che converge per il criterio di Leibenitz; infatti &€ una serie a termini a segno alterno e {%?ﬁ}

€ una successione decrescente.
In conclusione, la serie converge per = € (—1,7].



