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Esercizio 1 — Siano )
,Y) = ——.
f(z,y) =~ ity 1)
eperogni 0 <k <5
Dy ={(z,y) eR? : k<z <5, k<y—x <5}
Si chiede

Una rappresentazione grafica di I / «
Dy 3

N o

un cambiamento di variabili che consenta il calcolo dell’integrale di f(z,y)
su Dy;
Svolgimento

V=9Y—T kEk<v<bh
U= E<u<5h

Nelle nuove coordinate si ha:
Dj ={(u,v) eR? : k<u<5, k<v<5}

ou,v)| |1 0 _q
Az,y)| |-1 1]

‘G(x,y) _ 1

o(u,v)|  |oww)
() ‘8(96,1/)

il valore dell’integrale di f(z,y) esteso a Dj.
Svolgimento

//D mdmdy / by md“d“ / d“/k 3ff

5

[ 55 3l = 95 ] [ o [f—ﬁ]%[%?h:
S (5 48) (v 4
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Sia
D={(z,y) eR?*:0<2<5 0<y—x <5},

si chiede:

Una rappresentazione grafica di I
D 5

32

il valore dell’integrale di f(z,y) esteso a D.
Svolgimento

———dudv =

// s/ﬁdwy: // 27uv2
3 (55~ 00 (15 ) - 3(0) (99) -3 -

k—>2

Sia D definito come sopra e, per a > 2, sia Q, C R? il seguente insieme:
Qo :={(z,y) €eR? : >0, 4 <2®+y*<d?}.

Determinare a in modo tale che ’area di (2, sia uguale all’area di D.
Svolgimento

Una rappresentazione grafica di €2, ¢
mostrata in figura.
L’area di €2, si pué calcolare la meta

dell’area della corona circolare di
raggi 2 ed a. \ Q,
2 a |
2 _ 4 ]
Area(Q,) = UL z(a2 —4). \/ ]

L’area di D la si ottiene calcolando

Area(D // d:cdy—/ du/ dv =25
50

Area(Q,) = Area(D) se (a2 —4)=25 dacui a==+\/—+4

2 m
Dacuiseguecheazw/i—o—l—él



CALCOLO 3 -19/07/05
Esercizio 2 — Sia
w(z,y) = (log(2zy) + 1+ 2y) dz + (;5 + 2x> dy .

si chiede:
indicato con D il dominio di definizione di w, qual é D e disegnarlo.
Svolgimento

La forma differenziale & definita in
D = {(z,y) € R*2xy > 0}

ovvero

D={(z,y) € R*z >0, y>0}u{(z,y) € R*)z <0, y <0}

Una rappresentazione grafica di D ¢

rappresentata in figura. %
.

_

|

se w e chiusa in D; Motivare la risposta
Svolgimento

Per verificare se w(x,y) & chiusa bisogna calcolare le derivate miste e confrontare
se sono uguali.

a(;+2x)_1+2
ox oy
log(2 142 2 1
Olog(2wy) +1+2y) _ 2¢  , 1,
dy 2xy Yy

se w & esatta in A= {(z,y) e R*: 2 >0, y > 0}; Motivare la risposta
Svolgimento

Si, w & esatta in A, poiche w &
chiusa in A ed A € un insieme
semplicemente connesso.

In figura viene mostrata una
rappresentazione grafica di A.
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una primitiva di w in A4;
Svolgimento

I MODO

Sappiamo che, per definizione di forma esatta, esiste una funzione ¢(x,y) tale che:

0
(qb((?i’ v) =log(2zy) + 1+ 2y

e che

y y
Ab(ww)) _
ox

Per cui calcoliamo la primitiva integrando log(2zy) + 1 4 2y rispetto a

X

¢@w):/h%@xyy+1+2w¢m:/kg@xyux+/ﬁ$+/2wm:

1
=ﬁ@fvylog(2my)—me]+x+2ym+g(y)Zwlog(2fcy)dﬂf+2xy+g(y)

Ora deriviamo parzialmente rispetto a y la funzione trovata:

8(¢>(:c,y)) _ 2 z? / o 1 /
oy 2ag t2rtoW = 422440

Dalla seconda uguaglianza %ﬁ;’y)) = % + 2z si ha:
x x
—+2z+g(y)=-+22
Y Y

Da cui ¢'(y) = 0 ovvero g(y) = ¢ dove ¢ & una costante, ¢ € R. Da cui possiamo
concludere che UNA primitiva di w e:

o(z,y) = xlog(2 v y)de +2 2 y
II MODO

Calcoliamo la primitiva utilizzando l'integrazione della forma differenziale lungo
una curva 7y Se la forma differenziale & esatta

[ wids =6t - 01,1
¥
da cui una primitiva puo essere calcolata nel seguente modo:

o(x,y) = /f}ds

Calcoliamo l'integrale lungo

(rappresentata in figura)
et e P e | S /////

X.¥)

wily Iy el ,g(l,l)

'yg:{y:t telyl

sostituendo si ha:
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qb(x,y):/ wds—l—/ wds:/lm(log@ t)+1+2)dt—|—/1y (%+2w)dt:
" V2

=t log(2t)+2t

T Y
. + [z log(t) +2 x t]’
1
=zlog2z)+2x—1log(2) =24z log(y)+2xy—xlog(l) —2x =
=z log(2 x)+z log(y) +2 x y —log(2) —3 =
=xzlog2zy)+2xy—1log(2)—3
Dunque una primitiva e

d(a,y) = log2x y)+2 2 y

Indicata con @ la seguente forma differenziale:
- y— 2 x z—1

= | log(2 142y — d —+2 d
o) = (lostzen) +1+ 20— (i g o (5 20 i e ) o

calcolare l’integrale di @ lungo il cammino dato dalla curva C disegnata
in figura (orientata, come indicato in figura, in modo da percorrerla da

P a Q).

‘ P=(2,2) -
] Q=(4,2) |

Per calcolare I'integrale posso
scrivere i ]
" = 2 i
dove: —————

1 2 3 4 5 6 7 8
w(z,y) = (log(2zy) + 1+ 2y) dz + <Z + 2x> dy
e

“almy) = ((x— 1)21??;—2)2) ot ((fv— 1)24:33/—2)2) “

Possiamo osservare che w € esatta in A, dominio in cui & contenuto la curva, dunque
I'integrale non dipende dal percorso ma solo dal punto iniziale e dal punto finale.

/wds:¢(4,2)—¢)(2,2):4'log(2.4'2)+2‘4-2—2-log(2-2-2)—2-2-2:
C

=4 -log(16) 4+ 16 — 2 - log(8) — 8 = log(16*) — log(8?) + 8 =
= log(16%) + 8 = log(2%") + 8 = log(2'2) + 8 = 121og(2) + &
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Passiamo ora a calcolare 'integrale di w;.

_ - P=(2,2)
wlds—/ w1d5+/ w1 ds
/C c, Cs L Q=(4,2)
. I C,
dove (' e (5 sono rappresentate in | ¢,
figura. 2l
Osserviamo che I P Q
/C“”ds:27r 1 2 3 4 5 6 7 8
1

essendo w; la forma nota non definita in (1,2), e C; una curva chiusa percorsa una

volta sola in senso antiorario e contente al suo interno il punto (1,2).

Per calcolare

I
r |
I I
/ w1 ds I
Co - |
|
- I
osserviamo che la forma non ¢ esatta | 2| @/@
in A, ma ¢ esatta in un sottoinsieme | T P Q

B (in figura) di A, che non contiene '

il punto (1,2), dunque fcz w1y ds non
dipende dal percorso ma solo dal
punto finale e dal punto iniziale.

Una primitiva di wy ¢ ¢1(x,y) = arctan <Z—j) che ¢ definita per z # 1.

Dunque
2—-2 2—2
/ wr ds = ¢1(4,2) — ¢1(2,2) = arctan | —— | —arctan [ —— | =0
o, -1 21
Concludendo

/ o(z,y) ds = / w(z,y) ds +/ wi(x,y) ds = 12log(2) + 8 + 2m
C C C



A
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Esercizio 3 — Trovare la soluzione della seguente equazione differenziale:
eV — 2 =0
con condizione iniziale
y(1) = 2.
Svolgimento

Risolviamo 1’equazione con il metodo della separazione delle variabili.

2y
e
eV Ty — 22 =0— e ® y'—23[::0—>—gcy’—2:lc:0—>e2yy’z?ave”c
e
d
e A R dy =2z e® dx

dx

Integrando primo e secondo membro si ottiene:

1
562?’:2(3363”—6”)—1—0 — e =4e" (z-1)+c
Ine* =In(4de” (x—1)+¢c) — 2y=In(4e* (z—1)+c)

La soluzione dell’equazione differenziale e:
1
y(x) = §ln(4 e’ (x—1)+¢)

Ora risolviamo il problema di Cauchy. Determiniamo la costante imponendo la
condizione iniziale y(1) = 2.

y(l):%ln(élel (1-1)+c) =2

%ln(c):2 — In(c)=4

6ln () — et - o= 64
Da cui segue che la soluzione del problema di Cauchy é:
1

y(x) = iln (4e” (x—1)+e")

Dire, motivando la risposta, se la soluzione é anche soluzione “globale”
(cioé soluzione “in grande”).
Svolgimento

Per rispondere a questa domanda dobbiamo osservare i domini di definizione della
funzione che compare nell’equazione differenziale 3’ = f(x,y) e il dominio della
soluzione del problema di Cauchy y(z)

Riscriviamo I'equazione differenziale isolando la derivata al primo membro:

eV Ty 2 =0 — gy =2z Wt



A
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La funzione f(x,y) che compare nell’equazione differenziale & f(x,y) =2 z e 2¥*+*
che ¢ definita per ogni valore di x.

La soluzione del problema di Cauchy ¢ y(z) = 1In (4 e® (z — 1) 4+ €*) quindi si
deve studiare quando
(4e” (z—1)+e*) >0

Osserviamo che:
(4e” (z—1)+e') >4e” (z—-1)

Consideriamo la funzione g(z) =4 €* (z — 1).
Calcoliamo i limiti:

lim g(x) = +o00 lim g¢g(z) =0

T——+00 Tr——00

Dallo studio della derivata prima
abbiamo:

gd(@)=4¢ (x—1+1)>0 TTTTTTTT N

x>0 < >0 \l /I

Osserviamo che assume un valore min
minimo in z = 0.
I1 valore di g(z) in z = 0 ¢ g(0) = —4 in altre parole —4 ¢ il valore minimo della

funzione g(x).
Allora, possiamo concludere che:

4e (x—1)>—4 Vx € R

mad<e! — —4>-etdacuide® (x—1)>—-4>—¢t

Pertanto
4e* (z—1)>—e* VzeR = 4e* (z—1)+e*>0 VzeR

Quindi, possiamo concludere che y(z) ¢ una funzione definita per ogni valore di x.

Dato che il dominio della soluzione coincide con il dominio della funzione f(z,y)
relativo alla variabile x, allora la soluzione € in grande.
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Esercizio 4 — Data '’equazione differenziale
T=e" (1-17)
con condizione iniziale y(0) = 0.
si chiede
di dire se la soluzione é limitata; Motivare la risposta

Svolgimento

of (=) _

Osserviamo che, la funzione f(z,y) = ex2(1 —y%) e éy 6”2(—2 y) sono

continue in R2.

Pertanto, essendo verificate le ipotesi del TEOREMA DI CAUCHY, esiste una e
una sola soluzione al problema di Cauchy assegnato, che indicheremo con y(z).

Si puo inoltre notare che esiste una e una sola soluzione ad ogni problema:

r_ o x? a2
{y =t (1-y") ¥(z0,10) € R?
y(7o0) = o

Osserviamo inoltre che 3’ = 0 quando e®” (1 —y2) =0 — (1—y?) =0 — y(z) = £1.

Ma y(z) = %1 sono soluzioni dell’equazione differenziale
In particolare consideriamo i due problemi di Cauchy

2 2
{y’Zew (1-v°) {y’zex (1-y)
y(wo) =1 y(xo) = -1
hanno un’unica soluzione relativamente y(x) = 1 e y(x) = —1 per ogni x( assegnato.

Nessuna altra soluzione puo esistere I ]
per i punti (zg,1) e (zg, —1). I 1

Dunque la soluzione y(z), che deve
passare per il punto (0,0), deve (0,0)
essere limitata dalle due soluzioni I
y(z) = £1 ovvero —1 < g(z) < 1 | 1

uindi la soluzione ¢ limitata.

di studiare la monotonia della soluzione
Svolgimento

Per studiare la monotonia dobbiamo studiare:

e’ >0 sempre
/

>0 — & (1-y)>0 —
(1—-y?) >0 se —1l<y<l1

Per cui la soluzione ¢ crescente per
—1 < y(z) < 1 e decrescente per

y(x) < —1 e y(z) > 1. Dunque la 7 ) ”
soluzione y(z) & sempre crescente
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di disegnare il grafico della soluzione
Svolgimento

Non conosciamo dove la soluzione g(x) cambia concavita ma sappiamo che € limitata
-1 <yg(x) <1,

Possiamo anche osservare che I 1 |
y = 1 sono due asintoti orizzontali, | | |
quindi un grafico della soluzione .5 -
potrebbe essere quello rappresentato | | |
in figura. I . |

di dire se la soluzione é una soluzione “globale” (cioé “in grande”)
Svolgimento

Per rispondere a questa domanda dobbiamo osservare i domini di definizione della
funzione che compare nell’equazione differenziale y' = f(x,y) e il dominio della
soluzione del problema di Cauchy y(x)

La funzione f(z,y) che compare nell’equazione differenziale & f(z,y) = e (1 —y?)
che ¢ definita per ogni valore di x.

La soluzione del problema di Cauchy e y(x) esiste per ogni valore di x.

Dato che il dominio della soluzione coincide con il dominio della funzione f(z,y)
relativo alla variabile x, allora la soluzione ¢ in“globale” (cioé “in grande”).
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Esercizio 5 —
Calcolare, usando gli sviluppi di Taylor, il seguente limite:

lim arctan(3x) - sin(6x) '
z—0 1—cosz

Svolgimento
Scriviamo lo sviluppo in serie di Taylor delle funzioni che compaiono nel limite:

arctan(3z) = 3z + o(x?)

sin(6z) = 6z + o(z?)
cos(x) =1— 5 + o(x?)

Sostituendo nel limite avro:

21y . 2 2
lim B0 F0@) - (62 +ol@T)) 1827 40
z—0 5+ o(x?) z—0 22




