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Trattazione

Polinomt simmetrici, campi e gruppi. Sia K un campo, e sia G un sot-
togruppo finito di (K,-). Detto t = |G| =p{* -...-pp*, siap € Klxy, ..., z¢] un
polinomio simmetrico e omogeneo di grado n, e sia £(t) = lem(o(pi™h), ..., o(PR*)).

Se L(t) t n, allora p(xq,...,2¢) =0, dove {x1,...,2:} sono gli elementi di G.

Dimostrazione

Step 1
Sia T un intero positivo. Se £(t) 1, allora esiste un a € G tale che a” # 1.

Per il teorema dei gruppi abeliani finitamente generati, esistono dei gruppi ciclici
Cqy»--.,C4,, tali che

G=C,®...0C

m

con qi, . . ., ¢m potenze di primi tali che gy -. .. g, = t. Visto che £(t) { r, esistera
almeno un primo s | £(¢) tale che s 1 r. Inoltre, dal fatto che

o(q1) o olam) = olqr - am) = 0(t) = o(T*) - ... - @(pi*)

e che 'ultimo membro ha gli stessi fattori primi di ¢(t), esistera anche un ¢; tale
che s | ¢(¢;). Sia g un generatore di C,,. Allora g" # 1, perche s | ¢(¢;),s1r =
©(g;) t r. D’altronde g € Cy, = g € G, e dunque abbiamo trovato 1’elemento
che cercavamo.

Step 2

Sia r un intero positivo, e sia

or(X) = Z H x

X, CX z€X,

dove si intende che | X,| =r < |X]| (e che le operazioni sono tutte in K ).
Allora se £(t) 11 si ha o.(G) = 0.

Richiamiamo il fatto che se a € G allora la classe laterale aG conicide con G.
Consideriamo un elemento g € G tale che g" # 1 (esiste per lo step precedente).
Allora, usando la commutativita G, la simmetria e ’'omogeneita di o,.:

gor (@ =g" > [[z= > [[ 92=0:96)=0.(G)

X, CGzeX, X, CGzeX,



da cui, per la commutativita di K rispetto a +:
(9" =)o (G) =0

D’altronde per ipotesi g" # 1, percid o,.(G) = 0 per la legge di annullamento
del prodotto.
Conclusione. Per il teorema fondamentale dei polinomi simmetrici, il polinomio

simmetrico p(z1, ..., 2;) puo essere scritto come g(o1(G), ..., 0¢(G)) per qualche
q € K[zy,...2¢] , dove G = {z1,...,2:}. Consideriamo un monomio M di ¢(-),
della forma c- 0211 (GQ)-...- ng (G) per alcuni ¢, m, ay,b1, ... am, by, interi. Visto

che p & omogeneo, tutti i monomi di ¢ devono avere grado n in termini di
T1,...,T¢. Percio
biar + ...+ bpay =deg(M) =n

Supponiamo per assurdo che ((t) | a; per ogni ¢ = 1,...,m. Allora £(¢) |
bia1 + ... + bna, = n, assurdo per ipotesi. Dunque esiste un a; tale che
£(t) t a;. Ma allora, per quanto detto allo step 2, abbiamo che o,,(G) = 0.
Percio M = 0.

Ogni monomio in ¢(-) vale 0, e dunque

p(x1,...,x) = q(01(G),...,0(G)) =0

che ¢ la tesi.



